Regresja linowa
metoda najmniejszych kwadratow

Tadeusz M. Molenda
Instytut Fizyki US

Wydzial Matematyczno-Fizyczny

Uniwersytetu Szczecinskiego



Regresja liniowa
(tezz metoda najmniejszych kwadratow,
metoda wyrownawcza, metoda Gaussa)

Zagadnienia

e istota metody

e postulat Gaussa

e wspotczynniki prostejaib

e konstrukcja prostej teoretycznej
eprzyktady

e transformacja funkcji nieliniowych
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Regresja liniowa — na czym polega?
Jesli mierzone dwie wielkosci X 1y zwigzane sg ze sobg rownaniem

linowym y=ax +Db to obrazem graficznym jest linia prosta.

Wykonujgc n pomiaréw wielkosci x 1y uzyskujemy n par liczb (x;, y;)
Punkty o wspotrzednych X 1y, sg rozrzucone na pewnym obszarze.

Regresja liniowa to:
* ustalanie prawidtowosci rozrzutu punktow x i1y czyli:
dopasowanie prostej do zbioru punktow doswiadczalnych

 szukanie rownania linii prostej (tj parametrow a i b), najlepiej "pasujgcej”
do tych punktow.
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Rys. dla najlepszego dopasowania linii prostej do punktow pomiarowych,
w ten sposob aby suma kwadratow odlegtosci od linii byta minimalna

a) przypadek poréwnywalnych niepewnosci pomiaru X i y;

b) a) przypadek pomijalnie matych niepewnosci pomiaru wielkosci X.
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Postulat Gaussa

Wykonujgc n pomiarow wielkosci x i y bedgcych w zaleznosci liniowej
y=ax+b

uzyskujemy n par liczb (x;, y;) | graficznym obrazem sg punkty
rozrzucone na pewnym obszarze, niekoniecznie na linii prostej!

Rozbieznos¢ wyniku pomiaru y, | wartosci teoretycznej y
Z rownania y =ax +b
wynika z niepewnosci pomiarowej i mozna zapisa¢ w postaci:
yi—y =Yy — (ax; + b)
dopasowanie metodg regresji liniowe] oznacza, ze
wyrazenie Zn:(yi —(ax + b_))2 oo
=1
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Metoda najmniejszych kwadratow
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Z(Yi — 1E(Xi )) =min
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Regresja liniowa
polega na znalezieniu parametréow a i b prostej] y=ax +b
takich aby spetnialy postulat Gaussa

n

— —\2

Z(y| —ax; _b) = minimum,

i=1
gdzie ai b wspoélczynniki regresiji liniowej
tj. aby suma kwadratow roéznic miedzy wartosciami zmierzonymi y; i obliczo-

nymiy byta jak najmniejsza (przy zatozeniu, ze wszystkie punkty pomiarowe
obarczone sg jednakowymi niepewnosciami przypadkowymi o rozktadzie Gaussa)

Wspotczynniki a i b — wyprowadzenie

y

Jesli f(a,b)= Z(yi —5Xi —6)2 =min to znaczy ze:
=1

of (a,b) _ or@b)_,




Po zrozniczkowaniu otrzymujemy uktad rownan: f(a,b) = Z( - )2

_zzxi(yi—axi—5)=0 ot@b) _, of(ab)
i=1 oa - ob

=0

2> (y,~ax, ~b) =0

Po rozwigzaniu uktadu rownan otrzymuje sie wzory na wspotczynniki
aib, gdziei=1,23,...,n, (njestiloscig par punktow (X, Y.)).
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Metoda najmniejszych kwadratow

wzory dla parametréw regresji liniowej
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Metoda najmniejszych kwadratow

wzory dla odchylenia standardowego parametréw regresji liniowej

- N x’ —( xiJ
=1 =1

s \/n—zgd Vngxf‘(ix‘j

gdzie: d=y. —(E_ixi +b)
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Wspoitczynnik korelacji liniowej
Pearsona

bezwymiarowy wskaznik z przedziatu [-1, 1] okreslajgcy stopien liniowej
zaleznosci miedzy zmiennymi losowymi.

n

> (% =%)-(y; -9

r— i=1

(B {Eoosr,

Dla obliczen komputerowych przydatny jest wzér

S {5

G

Warunkiem stosowania regres;ji liniowej jest aby wartos¢ bezwgledna wspdtczynnika r byta bliska 1.
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Przyktadowe wykresy danych (x, y) i odpowiadajgce im wartosci wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona

Zrodto: Wikipedia: Wspéiczynnik korelacji Pearsona,
https://pl.wikipedia.org/wiki/Wsp%C3%B3%C5%82czynnik_korelacji_Pearsona#Poziomy_korelacji_i_ich_interpretacja
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Analiza danych pomiarowych

Regresja linowa. Wykorzystanie arkusza kalkulacyjnego.
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Regresja liniowa — klasyczna (metoda najmniejszych kwadratow)

Jezeli pomiedzy dwiema wielkoSciami fizycznymi wystepuje zaleznos¢ liniowa to
regresja liniowa jest prostg metodg wyznaczenia parametrow najlepiej dopasowanej
prostej. Parametry prostej okreslonej rownaniemy = mx + b wyznaczamy przy
uzyciu ogdlnie dostepnych (dos$¢ ztozonych) wzoréw. Znajgc wspdtczynniki mi b
regresji liniowej oraz wspotczynnik korelacji (Pearsona) r mozna, korzystajac z

ponizszych wzordw, obliczy¢ niepewnosci pomiaru (odchylenia standardowe) typu A
(statystyczne)

uA(m):|m|\/l/nr—;1’ uA(b):uA(m) (ixizj/n

Wartosci wspotczynnikdw charakteryzujgcych prostg dla regresji liniowej szybko

otrzymamy korzystajac z funkcji wbudowanych w arkuszu kalkulacyjnym.

Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona r — bezwymiarowy wskaznik z przedziatu
[-1, 1] okreslajacy stopien liniowej zaleznosci dwdch zestawdw danych. Sktadnia w

Excelu: =PEARSON(tablical;tablica2).
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Wspotczynniki regresji liniowej, sktadnia w Excelu:

M: =NACHYLENIE(znane_y;znane_x); b: =ODCIETA(znane_y;znane_x)
Uwaga: zwrdci¢ uwage, ze na pierwszym miejscu jest ,y” a na drugim ,,x”".

Wartosci: mi b, u,(m) i u,(b) oraz r?2 i u(r) otrzymamy korzystajac z bardziej wszechstronnej funkcji
tablicowej REGLINP, ktdra zwraca tablice wartosci.
Sktadnia: =REGLINP(znane_y;znane_x;stata;statystyka).

Stata — argument opcjonalny; domysina wartos¢ PRAWDA oznacza normalne liczenie wartosci
wpodtczynnnika b; wartos¢ FALSZ wymusza , to stata b = 0 (wartos¢ m jest dopasowana do danych tak,
aby spetni¢ rownanie y = mx), tak jest w naszym przypadku.

Statystyka — argument opcjonalny. Jezeli dla wyswietlenia wartosci funkcji oznaczymy obszar ,,2
kolumny na 2 wiersze (3 wiersze)” i wartoscig jest:

— PRAWDA, to funkcja w kolejnych wierszach zwraca kolejno: mi b, u,(m) i u,(b) — przy zaznaczeniu
obszaru z 2 wierszami (oraz r2 i u(r) przy zaznaczeniu obszaru z 3 wierszami).

— FALSZ lub argument zostat pominiety, to funkcja zwraca jedynie wartosci wspotczynnikéw m i b.

Aby uzy¢ funkcje REGLINP trzeba: (i) zaznaczy¢ obszar w ktdrym ma sie znalez¢ wynik; (ii) wpisaé
nazwe funkgji; (iii) zatwierdzi¢ jej wprowadzanie kombinacjg klawiszy Ctrl+Shift+Enter.

Na temat wszystkich statystyk, generowanych przez funkcje REGLINP mozna przeczyta¢ w Pomocy.

Uwaga. W arkuszu kalkulacyjnym jest wykorzystana tzw. normalna metoda najmniejszych
kwadratéw, pojawia sie pytanie na ile ta metoda, w poréwnaniu do prostej regresji ortogonalnej z rys.
odrecznego, jest zgodna.



Przyktad utworzenia wykresu | = | (U) z zaznaczeniem odcinkéw niepewnosci

na podstawie danych z doswiadczenia: Doswiadczalne potwierdzenie prawa Ohma
Szczegoty patrz: M. Dyjak, Instrukcja wtasciwego wykonania wykresow na zajecia dydaktyczne

Tabela: Dane pomiarowe U, | z wartosciami niepewnosci granicznych
dla miernikow cyfrowych

Lp. U, mv 0,5 %r%\J/}-l_O’l I mA 0,8 %rf]lgf 0,01
1. 0,0 0,10 0,00 0,10
2. 7,4 0,47 2,07 0,20
3. 25,0 1,35 6,86 0,44
4. 57,5 2,98 15,60 0,88
S. 60,3 3,12 16,30 0,92
6. 67,7 3,49 18,60 1,03
7. 88,3 4,52 24,10 1,31
8. 115,0 5,85 31,10 1,66
9. 120,0 6,10 32,70 1,74
10. 157,5 7,98 43,30 2,27

{W} — wartosc liczbowa wielkosci fizycznej W



Natezeniepradu 7, mA.
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Zaleznos¢ natezenia pradu /, mA od przylozonego napiecia U, mV dla

przewodnika.
y=3,6580+0,1367
7
i =4=drut o dtugosci 50 cm
== drut o dfugosci 150 cm
15 “—drut o dhugosci 250 cm
y=5,4052x+0,4243 ——dwa druty 50 cm, rownolegle
=t=trzy druty 50 cmn, réwnolegle
i + y=11,011x+0,1618
y=54349+04215
"
et e =32,5x+0,1351
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Napieciepradu U, mV.

Rys. Wykres zaleznosci natezenia pradu / od przytozonego napiecia U dla przewodnika.

Przedstawiono zaleznosci dla kilku dtugosci i potgczen drutow oporowych.
Zaznaczone sg ,,odcinki niepewnosci”.
Szczegoty patrz: M. Dyjak, Instrukcja wlasciwego wykonania wykresow na zajecia dydaktyczne
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Graficzna ocena parametrow linii, rownolegtobok niepewnosci pomiaru.

Tadeusz M.Molenda, Instytut Fizyki, Uniwersytet Szczecinski

W



Prosta teoretyczna

Prostg o nachyleniu a przecinajgcg os y w punkcie b nazywamy prosta
teoretyczng. Ta prosta o wyliczonych parametrach a i b jest rezultatem
najlepszego usrednienia wynikow. Wykonujgc wykres nalezy naniesc
prostg teoretyczng a nastepnie punkty pomiarowe.

Wada metody:
W wyniku obliczen otrzymuje sie wartosci a | b nawet wtedy, gdy
mierzone wartosci nie sg liniowo zalezne.

Przykiady:

1. s=1(t), s=ot y=s, Xx=t a=v, b=0
2. V=1(t), V=V, +at

3. R=f(t), R=R,(1+ at)

4. a=1(t), a=k;,dc

5. T=f(R, C), T=kRC

y=V, x=t a=a, b=V,
y=R, x=t a=Rya, b=R,
y=ea/d, x=c¢, a=kg,

y=T, x=RC,a=k, b=0

VLl Ll



R=R, (1 + aAT)

Przykiad opracowania danych metodg regres;ji liniowej

zaleznosc rezystancji od temperatury R = f(T)

AT, K 19 38 50 65 80
R, O 150 159 170 175 185
P AT v, R, Q
1. wzor: 1 19 150
R =R,(1 + aAT) ) 28 150
R =R, + R,aAT
2. znalezé X iy 3 50 170
3. sporzadzi¢ 4 65 175
tabele
5 80 185
b3 X, =252 >y, =839

Znalez¢ rownanie prostej najlepiej
pasujacej do tych danych

X Yi X;? yi?
19x150 g2 1502
XY= 2Xi= 2y =
43567 14930 141531



podstawi¢ wartosci:
2x. =252, Yy,=839, Xxy, =43567, 2x?2=14930, 2Xy>=141531
dowzorownaa, b, S, i S;:

a=0,5748, b=138,83; S,= 0,039; S, =2,15

zapisa¢ wzory koncowe naaib

a=(0,57+0,04) K, b=(138,8+2,2) Q
zapisa€ rownanie regresji liniowej X=T,
y =0,57x + 138,8 y =R
R=R,@AT+R, czyli R=0,57AT +138,8 4= Roa
., b =R,
sporzadzi¢c wykres R = (T)
nanies¢ na wykres niepewnosciiproste y_.. 1y __
ymin:(a_sa)X+b_Sb, ymax:(a+Sa)X+b+Sb
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y=ax+Db,
dla dowolnego x z pomiaréw oraz a i b obliczonych metodg regresji wyliczam .
Mam dwa punkty (0,b) i (X,y) i prowadze prostg teoretyczna.
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Transformacja funkcji nieliniowych do funkcji liniowych

1 , S = f(t?)
S :Eat /S:y, 1/2a=a, t2=x
E — 5]'4 JE =1(T) INE = InS+ 4InT
INE=vy, In6=Db, 4=a, InNT =x

Q Qoe  *<2 f(t) InQ=1InQ,-t/RC
INQ =y, InQ,=b, -1/RC=a, t=x
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